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摘　　　要 : 在计算时变啮合刚度的基础上 ,推导了承载传动误差简化计算公式 ,并与有限元计算方法进行了

比较 ,表明两种计算方法得到的承载传动误差的幅值、形状及一阶频谱幅值随重合度的变化趋势基本一致.根据

承载传动误差简化公式定性的分析了负载扭矩与实际重合度的关系、承载传动误差的变化规律、齿面印痕和几

何传动误差对承载传动误差的影响.最后根据分析结果 ,提出基于承载传动误差的齿面优化设计的优化策略 ,优

化变量为接触迹线的角度、几何传动误差的幅值 ,优化目标为承载传动误差在较宽的负载范围内波动最小.
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Abstract : Loaded tooth contact analysis is an important technique for analyzing the meshing

performances under load. The known algorithms canπt be concerned with the tooth surface design

directly because of a great deal of calculation , iteration or equations. A new simplified formulation

was thus proposed based on application of the time varying stiffness. The transmission errors under

loads were calculated by the developed formulation and finite element method , respectively. The re2
sults for the two methods were compared with respect to the magnitude , shape and 1st component

of frequency spectrum of loaded transmission errors , and showed good agreement . The developed

formulation was used to study the relationship of real contact ratio and load , the law of the loaded

transmission errors versus real contact ratio , and the effect of contact pattern , transmission errors

on loaded transmission errors. The analysis results provide the theoretical bases for the optimization

strategy to tooth surface design of spiral bevel gear. The calculation of the loaded transmission er2
rors is embedded to constitute the design route in the courses of the optimization. The design varia2
bles include contact path orientation and magnitude of transmission error ; the objective of optimiza2
tion is that the magnitude of the loaded transmission error fluctuates less under wide load ranges.
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　　轮齿承载接触分析 (L TCA)是对轮齿承载啮

合过程进行数值仿真的一种重要分析方法 ,通过

承载传动误差计算、载荷分配及应力分布反映齿

轮承载啮合性能.有限元法[126 ]需要有限元网格的

划分、有限元方程的求解 ,计算工作量较大 ;此外

齿面离散为点 ,承载传动误差的计算无法用数学

公式表达.利用近似公式[ 728 ]计算轮齿承载变形 ,

要通过解方程或迭代计算承载传动误差 ,无法体

现设计变量对计算结果的影响.轮齿承载接触分

析作为齿面设计评价的一种方法 ,目前无法直接

参与到齿面设计中.

本文利用近似公式计算了轮齿啮合的时变啮

合刚度 ;基于时变啮合刚度 ,推导了轮齿承载接触

分析简化计算公式 ,简化了承载传动误差的计算

过程 ;在运算中无需解方程和迭代计算.根据简化

计算公式分析了几何传动误差、齿面印痕、承载量

和承载传动误差的关系 ,总结了承载传动误差的

变化规律 ,制定了基于承载传动误差的齿面优化

设计的优化策略 , 采用齿面主动设计方法[728 ] ,将

承载传动误差的计算直接嵌入到齿面设计中 ,使

得弧齿锥齿轮在较宽的负载范围内具有良好的传

动特性.

1　时变啮合刚度

111　轮齿刚度的时变性

轮齿刚度的定义为使一对或几对同时啮合的

齿轮在单位齿宽上产生单位挠度施加的载荷.

轮齿的刚度具有时变性 ,一方面随着单齿和

双齿啮合的交替进行 ,轮齿的啮合刚度会随时间

周期性变化 ,且在不同的啮合位置 ,每一对啮合轮

齿的啮合刚度也不相同 ;另一方面随着载荷的增

大 ,瞬时接触椭圆长轴增大 ,单齿啮合刚度提高 ;

同时随着载荷的增加 ,轮齿变形增加 ,重合度增

大 ,同时参与啮合的齿对增多 ,综合啮合刚度

增加.

112　单齿对啮合刚度 Kp

轮齿在外载荷作用下产生的弹性变形主要包

括接触变形和弯曲变形[2 ] .利用 Westinghouse悬

臂梁计算公式计算弯曲刚度 Kw ,赫兹公式计算

接触刚度 KH .利用公式 (1)计算单齿对啮合刚

度 Kp .

1
Kp

=
1
KH

+
1
Kw

(1)

分别在 50 N ·m和 150 N ·m载荷作用下轮

齿单齿对啮合刚度如图 1所示 ,从图中可以看出 ,

啮合刚度随着载荷的增大而增大 ,呈非线性.单齿

对啮合刚度近似为对称的抛物线型.对称度与设

计参考点的选择有关.

图 1　单齿对啮合刚度图

Fig11　Mesh stiffness for single tooth

2　承载传动误差的简化计算

211　轮齿间载荷分配

在扭矩 M作用下 ,设计参考点的单齿对啮合

刚度为 K0 .齿对 1 ,2 ,⋯, m同时参与啮合 ,齿对 i

的几何传动误差为δφi ,分担的扭矩为 M i ,承载变

形引起的传动误差 <i ,单齿对啮合刚度为 Ki .

轮齿在扭矩作用下可能会有两齿或三齿同时

啮合 ,即由二齿或三齿同时承担齿轮所受载荷 ,则

有载荷平衡条件 M = M1 + M2 + ⋯+ M m .另一方

面 ,同时啮合齿的运动情况是一致的 ,即同时啮合

的齿对承载传动误差 EL 是相等的 ,则有传动角

位移协调条件 EL 1 = EL 2 = ⋯= EL m .其中 EL i =

δφ
i + <i .

以三齿啮合为例 ,由载荷平衡条件和传动角

位移协调条件可得

M1 =
1

K1 + K2 + K3
[ K0 <0 + K2 (δφ

2 -δφ1
) +

K3 (δφ
3 -δφ1

) ]

M2 =
1

K1 + K2 + K3
[ K0 <0 + K1 (δφ

1 -δφ2
) +

K3 (δφ
3 -δφ2

) ]

M3 =
1

K1 + K2 + K3
[ K0 <0 + K1 (δφ

1 -δφ3
) +

K2 (δφ
2 -δφ3

) ] (2)

若计算的 M i ≤0 ,则该齿对不参与啮合 ,重新

进行载荷分配的计算 ,确定承受载荷的齿对.
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212　计算承载传动误差

在单齿、双齿、三齿啮合条件下承载传动误差

表达式如下 :

EL =
K0 <0 + K1δφ1

K1
(3)

EL =
K0 <0 + K1δφ1 + K2δφ2

K1 + K2
(4)

EL =
K0 <0 + K1δφ1 + K2δφ2 + K3δφ3

K1 + K2 + K3
(5)

213　算例比较

分别用基于时变刚度的简化计算公式 (计算

流程如图 2所示)和有限元方法计算一对弧齿锥

齿轮的承载传动误差 ,计算结果如图 3 (a) , (b)所

图 2　L TCA计算流程图

Fig12　Flow chart for L TCA

图 3　承载传动误差曲线

Fig13　Loaded transmission errors

示.对比两图可以看出 ,在不同载荷作用下 ,承载

传动误差的幅值、形状及变化规律基本一致.

对两种方法计算的承载传动误差进行频谱分

析 ,一阶频谱随重合度的变化如图 4所示.承载传

动误差一阶频谱幅值随重合度的变化趋势是一致

的.因此基于时变刚度的简化计算公式可以用于

图 4　两种方法一阶频谱比较

Fig14　First component of f requency spect rum of

loaded transmission errors

分析承载传动误差的变化规律.

3　承载传动误差的分析

311　实际重合度小于 2时承载传动误差

函数表达式　　

　　承载传动误差是周期函数 ,啮合周期为 T.图

5所示 ,对于齿对 Ⅱ来说 ,在载荷作用下 ,实际重

合度为 cr ,啮合范围从 6 点到 3 点 ,小轮转角为

cr T ,啮合范围 42021 是单齿啮合区 ;在双齿啮合

区 12223和 42526中 ,齿对 Ⅱ分别和齿对 Ⅲ、齿对

Ⅰ同时啮合.在齿对Ⅱ的啮合周期 T内 ,5点是开

始点 ,2点是终止点 ;0点为设计参考点 ,其几何传

动误差为 0 ;1点和 4点是单齿和双齿的啮合转换

点 ;齿面设计时 ,几何传动误差设计为对称的抛物

线形 ;单齿对啮合的时变啮合刚度为近似对称抛

物线形 ,因此仅分析齿对 Ⅱ啮合周期内 02122 啮

合区间.

承载传动误差函数的表达式为

0262
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EL ( x) =

K0 <0 + K( x)δφ( x)

K( x)
　　0≤x≤T -

1
2

cr T

K0 <0 + K( x)δφ( x) + K( T - x)δφ( T - x)

K( T - x) + K( x)
　　T -

1
2

cr T < x≤T
2

(6)

图 5　承载传动误差示意图

Fig15　Sketch for L TCA

　　承载传动误差函数为分段函数 ,分段点为

单齿和双齿的啮合转换点 1 ,式 (6)中 x 为小轮

转角 , K( x) 为在扭矩 M 作用下的时变啮合刚

度 , K0 为设计参考点在扭矩 M作用下的啮合刚

度 ,<0 为设计参考点在扭矩 M作用下的角位移.

δφ( x)为几何传动误差 , a为传动比函数一阶导数

值的一半.δφ( x) = ax2 .

312　负载扭矩与实际重合度的关系

根据分段函数在分段点连续条件 ,可以求出

M = K0 <0 = a T2 ( cr - 1) K T -
1
2

cr T (7)

实际重合度 cr 不变时 ,负载扭矩 M 与几何

传动误差的幅值 (由系数 a确定)成正比.当传动

误差的幅值不变时 ,实际重合度随着载荷增加而

增大.

313　承载传动误差的变化规律

将式 (7)代入式 (6) ,则承载传动误差函数的

表达式为

EL ( x) =
ax2 +

a T2 ( cr - 1) K T -
1
2

cr T

K ( x)
　0≤x≤T -

1
2

cr T

a T2 ( cr - 1) K T -
1
2

cr T + K( x) ax2 + K( x - T) a( x - T) 2

K( x - T) + K( x)
　T -

1
2

cr T < x≤T
2

(8)

31311　单齿啮合区的承载传动误差变化规律

定义 f 0 , f 1 分别为在 0 点 ,1 点处的承载传

动误差 ;定义函数 f 01 ( cr ) = f 0 - f 1 为单齿啮合区

的相对幅值变化函数.

f 01 ( cr ) = a T2

( cr - 1)
K T -

1
2

cr T

K0
-

1
4

c2
r

(9)

对式 (9)分析可知 ,当实际重合度位于 1 ≤

cr ≤2范围内 ,在单齿啮合区内 ,随着载荷增加 ,重

合度 cr 增大 ,承载传动误差的相对幅值波动量逐

渐减少 ,当 cr = 2 时 ,相对幅值波动量为 0.函数

f 01 ( cr )随实际重合度的变化曲线 ,与有限元法计

算的变化趋势一致.

31312　双齿啮合区的承载传动误差变化规律

定义 f 2 为 2 点处的承载传动误差 , 定义

f 21 ( cr ) = f 2 - f 1 为双齿啮合区相对幅值变化

函数.

f 21 ( cr ) =

a T2 ( cr - 1)
K T -

1
2

cr T

K
T
2

+ K -
T
2

-
cr + 1

4

(10)

K( x)用二次函数近似代替 , K ( x) = K0 -

bx2 ,其中 b > 0.

c′r = 315 - 2
K0

b T2是分界点 ,当 c′r < cr < 2 时 ,

且随着实际重合度 cr 的增大 ,承载传动误差的波

动增大 ,cr = 2时达到最大.

f 21 ( cr )随实际重合度的变化曲线 ,与有限元

法计算的变化趋势一致.

314　接触迹线方向、几何传动误差对承载传动

误差的影响

31411　接触迹线方向对承载传动误差的影响

保持其他设计参数不变 ,接触迹线与根锥夹

角分别为 10°,30°,50°时 ,载荷为 120 N ·m时单
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齿对啮合刚度如图 6 所示.单齿对啮合刚度曲线

呈抛物线形 ,接触迹线设计角度较小时 ,刚度值较

大 ,且曲线变化较平缓.

图 6　单齿对啮合刚度

Fig16　Mesh stiffness for single tooth

在单齿啮合区 ,由式 (9)可知 ,随着接触迹线

的设计角度增大 ,波动增加.

在双齿啮合区 ,承载传动误差幅值波动函数

式 (10)可知 ,重合度有个分界值 c′r ,随着接触迹

线的设计角度增大 ,当 1 < cr < c′r时 ,波动增加 ;

当 c′r < cr < 2时 ,波动减小 .

当负载较小时 ,实际重合度较小 ,单齿啮合

区的波动对整个啮合周期的影响较大 ,随着接

触迹线的设计角度增大 ,承载传动误差的波动

较大 .

当负载较大时 ,实际重合度增大 ,双齿啮合

区的波动对整个啮合周期的影响较大 ,随着接

触迹线的设计角度增大 ,承载传动误差的波动

较小 .

图 7为三种接触迹线方向对应的承载传动误

差一阶频谱幅值对比图.

图 7　承载传动误差一阶频谱

Fig17　First component of f requency spect rum of

loaded transmission errors

31412　几何传动误差幅值对承载传动误差的

影响

　　接触刚度的变化主要受载荷变化的影响 ;弯

曲刚度的变化主要受位置变化的影响.可近似认

为 ,几何传动误差幅值的改变不影响单齿对啮合

刚度.

从式 (8)可以看出 ,在相同的重合度下 ,承载

传动误差的幅值仅与传动比函数一阶导数值成正

比.在其他设计条件不变的情况下 ,随着几何传动

误差幅值的增大 ,承载传动误差的幅值也相应

增大.

图 8为几何传动误差在啮合转换点处的幅值

分别为 101665″,211329″,对应的承载传动误差一

阶频谱幅值对比图.

图 8　承载传动误差一阶频谱

Fig18　First component of f requency spect rum of

loaded transmission errors

综合分析可以看出 ,几何传动误差幅值小 ,承

载传动误差的波动也小 ,但承载能力弱 ,载荷大时

易发生边缘接触 ;几何传动误差幅值大 ,承载传动

误差的波动也大 ,但承载能力较强.因此设计时应

根据额定负载进行设计.

4　基于承载传动误差的齿面
优化设计　　

411　优化策略

考虑到实际工况下 ,负载在额定载荷及其邻

域附近变化 ,因此齿面的设计目标定为在额定载

荷及其邻域范围内 ,承载传动误差的波动最小 ,即

保证承载传动误差在一定的负载范围内具有较好

的传动性能.优化变量为接触迹线与根锥的夹角、

几何传动误差的幅值.

建立承载传动误差波动评价函数

Ef = f 01 ( cr )
2 + f 21 ( cr )

2 (11)

2262
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412　接触迹线的设计

若刚度函数为常数 ,重合度 cr 为 115 ,承载传

动误差波动评价函数达到最小值 ,即承载传动误

差波动最小.因此 ,在额定负载作用下 ,实际重合

度应大于 115.

从前面的分析可以看出 :接触迹线角度大的

设计 ,重合度大于 115 时 ,随着重合度的增加 ,承

载传动误差的波动较小且变化平稳.因此应增大

接触迹线角度 ,但接触迹线角度的增大 ,接触迹线

长度减小 ,设计重合度会相应降低.因此 ,在保证

设计重合度大于 212的条件下 ,增大接触迹线与

根锥夹角.在接触迹线的设计中 ,优化变量是接触

迹线与根锥的夹角 ,约束函数为设计重合度大于

212 ,目标函数为接触迹线与根锥的夹角最大.

413　几何传动误差的设计

几何传动误差幅值大小与承载能力密切相

关 ,重合度相同 ,几何传动误差幅值大 ,承载量大.

优化几何传动误差幅值 ,使得额定负载作用下承

载传动误差波动最小.几何传动误差的幅值是由

传动比函数的一阶导数值决定的 ,因此优化变量

定为传动比函数的一阶导数值 ,目标函数为额定

载荷下承载传动误差波动评价函数值最小.

采用齿面主动设计[728 ] ,接触迹线的设计和几

何传动误差的设计相互独立 ,接触迹线的设计和

几何传动误差的设计分开进行 ,减少优化难度.

414　算　例

一对航空弧齿锥齿轮 ,轮坯参数 :小轮齿数

23 ,大轮齿数 86 ,模数 4125 ,压力角 20°,螺旋角

25°,小轮左旋大轮右旋 ,轴交角 51°9′,小轮根锥

角 9°45′,大轮根锥角 40°12′,外锥距 278135 mm ,

齿宽 43 mm ,小轮齿顶高 4189 mm ,齿根高 2191

mm ,大轮齿顶高 2111 mm ,齿根高 5169 mm ,顶隙

018 mm. 工作面额定载荷为 200 N ·m.

根据额定载荷的大小对工作面齿面进行优化

设计 ,使得在额定载荷及其一定的邻域范围内 ,承

载传动误差的波动最小.

优化结果为 :工作面接触迹线与根锥的夹角

为 18°,传动比函数的一阶导数值 m′21为01004 5 ,

计算得到的几何传动误差幅值δφT 为 8165″.分别

计算负载为 100 ,150 ,200 ,250 ,300 N ·m时工作

面承载传动误差.分别用简化公式和有限元计算

承载传动误差.用简化公式和限元计算计算的承

载传动误差分别见图9 (a) ,图 9 (b) .承载传动误

差一阶频谱幅值见表 1.

图 9　额定载荷为 200 N·m承载传动误差

Fig19　Loaded transmission errors

表 1　承载传动误差一阶频谱幅值

Table 1　First component of frequency spectrum of

loaded transmission errors

负载/
(N·m)

简化公式计算一阶
频谱幅值/ (″)

有限元计算的一阶
频谱幅值/ (″)

100 01988 3 01542 5

150 01517 1 01245 8

200 01362 2 01556 2

250 01508 0 01792 6

300 01601 6 01913 9

从表 1中看出 ,用简化公式计算的承载传动

误差 ,其一阶频谱幅值在额定载荷200 N·m最

小 ,当载荷在150～250 N ·m范围内变化时 ,承载

传动误差的一阶频谱幅值变化很小. 当载荷在

100～300 N ·m范围内变化时 ,承载传动误差的

一阶频谱幅值最大值小于 110.用有限元方法计

算的承载传动误差一阶频谱幅值在载荷为

150 N ·m时最小 ,当载荷在 100～200 N ·m范围

内变化时 ,承载传动误差的一阶频谱幅值变化很

小.当载荷在 100～300 N ·m 范围内变化时 ,承

载传动误差的一阶频谱幅值最大值小于 110.
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综合分析可以看出 ,优化后的齿面 ,承载传动

误差无论是简化公式还是有限元计算 ,当载荷在

额定载荷邻域附近变动时 ,承载传动误差一阶频

谱的幅值都较小 ,且波动较为平稳.当负载在较大

范围内变动时 ,承载传动误差一阶频谱的幅值小

于 110.两种计算方法还是有一定的差异 ,从承载

传动误差一阶频谱最小值对应的载荷来看 ,有限

元的计算结果要小于简化公式的计算结果.

5　结　论

1) 本文提出了基于时变啮合刚度的承载传

动误差简化计算方法 ,和有限元法相比 ,两种计算

方法得到的承载传动误差基本一致.该方法不需

解方程和反复迭代 ,计算简单 ,可嵌入到齿面设

计中.

2) 接触迹线的设计角度较大时 ,轮齿时变啮

合刚度较大 ,刚度曲线变化平稳.当重合度较大

时 ,承载传动误差的波动较小 ,且随着重合度的增

加 ,变化平稳.但设计角度增大 ,接触迹线长度减

小 ,设计重合度会相应降低.

3) 几何传动误差幅值小 ,承载传动误差的波

动也小 ,但承载能力弱 ,当载荷增大时易发生边缘

接触 ;几何传动误差幅值大 ,承载传动误差的波动

也大 ,但承载能力较强.因此设计时应根据额定负

载进行设计.

4) 建立了基于承载传动误差的齿面优化设

计模型.优化目标为较宽的负载范围内承载传动

误差的波动最小.选取接触迹线的角度、传动比函

数的一阶导数值做为优化变量.接触迹线的优化

目标为满足设计重合度的条件下 ,接触迹线与根

锥的夹角最大.几何传动误差的优化目标为额定

载荷下承载传动误差波动评价函数的值最小.
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